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=3 Tri & bulles e

fonction BubbleSort(A,n)

pour i de 1 a n-1 boucler

pour j de 1 a n-1i boucler

si A(j+1) < A(j), alors

permuter A(j) et A(j+1)

fin si
fin pour ]

fin pour 1
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pour 1 de 1 a n-1 boucler
pour j de 1 a n-1 boucler

Tri a bulles

* O(n2) comparaisons

* De 0 a O(n2) échanges selon
I’ordre des éléments a trier

Complexité du tri a bulles

10°‘§ ——  COMParaisons [ N | Comp. | Ech
4 echanges L L L o o
| | a2
| | ELLLL linéaire 19 l 171 I 91
10° 4 37 | 666 | 358
§ 71 | 2485 | 1212
. 138 | 9453 | 4502
- 268 | 35778 | 19041
. 517 | 133386 | 67990
102{ . 1000 | 499500 | 256151
PN e
100 B '
10 102 103
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EE Stabilité

* Que se passe-t-il quand 2 elements du tableau sont équivalents du point du vue
de critere de tri ?

Ordre alphabétique des prénoms Ordre alphabéetique des noms
Caron Alain (27 ans) Aubert Alexandre (43 ans)
Aubert Alexandre (43 ans) Aubert Beatrice (22 ans)
Bonnet Anne (27 ans) Aubert Carole (27 ans)
Aubert Beatrice (22 ans) Aubert Denis (33 ans)
Bonnet Benoit (21 ans) Bonnet Anne (27 ans)
Caron Brigitte (22 ans) Bonnet Benoit (21 ans)
Aubert Carole (27 ans) Bonnet Christine (22 ans)
Caron Catherine (4 ans) Caron Alain (27 ans)
Bonnet Christine (22 ans) Caron Brigitte (22 ans)
Aubert Denis (33 ans) Caron Catherine (4 ans)
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E(Ea Eléments

* Personnes dont on connait nom, prenom, age, ...

struct Personne { string nom; string prenom; unsigned age; };

ostream& operator<<(ostream& o, Personne const& p) {
return o << p.prenom << " " << p.nom << " (" << p.age << ")";

¥

e Triables selon différents criteres

bool comparer noms (const Personne& p, const Personne& q) {
return p.nom < g.nom;

}

bool comparer prenoms (const Personne& p, const Personne& q) {
return p.prenom < d.prenom;

¥
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ECE; Tri a bulles géneérique La A8

Matissar 1025

* Fonction de comparaison template<class T, class Compare>
recue en parametre void bubbleSort(vector<T>& v, Compare compare) {
* L'appel a cette fonction for(size t i = 0; i < v.size() - 1; ++i) {

remplace operator< for(size t § = 1; j < v.size() - i; ++j) {

if( compare(v[j], v[j-1]) )
swap(v[j], v[]-1]);
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ECEQ Code appelant

Caron Alain (27 ans)
Aubert Alexandre (43 ans)
Bonnet Anne (27 ans)

Aubert Beatrice (22 ans)
Bonnet Benoit (21 ans)
Caron Brigitte (22 ans)

Aubert Carole
Caron CathlAubert Alexandre (43 ans)

Bonnet ChrlAubert Beatrice (22 ans)

Aubert DenlAubert Carole (27 ans)
Aubert Denis (33 ans)
Bonnet Anne (27 ans)
Bonnet Benoit (21 ans)
Bonnet Christine (22 ans)

int main() {
vector<Personne> gens =

{ {"Aubert”,"Beatrice", 22},
{"Caron","Alain", 27},
{"Bonnet","Christine", 22},
{"Bonnet"”, "Anne", 27},
{"Aubert”, "Alexandre", 43},
{"Caron","Catherine", 4},
{"Bonnet"”, "Benoit"”, 21},
{"Aubert"”,"Denis", 33},
{"Aubert"”,"Carole", 27},
{"Caron”,"Brigitte"”, 22}};

bubbleSort(gens, comparer_ prenoms );4//'
cout << gens << endl;

bubbleSort(gens, comparer noms ); — o |Caron Alain (27 ans)
cout << gens << endl; Caron Brigitte (22 ans)

} Caron Catherine (4 ans)
ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021



E (Ea Attention ! < oOU <=7

bool comparer noms 1t (const Personne& p, bool comparer noms le (const Personne& p,
const Personne& q) { const Personne& q) {
return p.nom < g.nom; return p.nom <= g.nom;
} }

p.nom < d.nom;

Aubert Alexandre (43 ans)
Aubert Beatrice (22 ans)

p.nom <= g.nom;

Caron Alain (27 ans) Aubert Carole (27 ans) Aubert Denis (33 ans)
Aubert Alexandre (43 ans) Aubert Denis (33 ans) Aubert Beatrice (22 ans)
Bonnet Anne (27 ans) Bonnet Anne (27 ans) Aubert Alexandre (43 ans)
Aubert Beatrice (22 ans) Bonnet Benoit (21 ans) Aubert Carole (27 ans)
Bonnet Benoit (21 ans) Bonnet Christine (22 ans) Bonnet Christine (22 ans)
Caron Brigitte (22 ans) Caron Alain (27 ans) Bonnet Benoit (21 ans)

Aubert Carole (27 ans) Caron Brigitte (22 ans) Bonnet Anne (27 ans)

Caron Catherine (4 ans) —|Caron Catherine (4 ans) Caron Catherine (4 ans)

Bonnet Christine (22 ans) Caron Brigitte (22 ans)
Aubert Denis (33 ans) ————¥| Caron Alain (27 ans)

* Le tri a bulle n’est stable que s’il n’échange pas les elements égaux
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E(Ea Tri par selection

fonction SelectionSort(A,n)
pour 1 de 1 a n-1 boucler

1min « 1
pour j de i+1 a n boucler
si1 A(j) < A(imin), alors
imin « ]
fin s1i
fin pour j

permuter A(i) et A(imin)

fin pour 1

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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* O(n2) comparaisons, O(n) echanges, quel que soit I’ordre d’entrée

Tri par séelection

Complexité du tri par sélection, tableau aléatoire

133386
499500

137
267

516
999

10° { —— comparaisons
‘ - ecritures ou echanges
1004 " guadratique
: | L linearithmique
| TR linéaire
10° -
10° -
10° 5
10 ;
‘ ] ] ]
10? 104 10°
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E(EB Tri par sélection non stable 4é i.

e Cartes triees par couleur que I’on veut maintenant trier par valeur

v

e | v @9 v @
& v v || vV
LRI I IDKS

* 1ere étape, on trouve le minimum 3% et on échange avec 5%
P v v e &l v
v v % | |9V
oA AT ¥ (A 8

* Résultat final. Les « 5 » ne sont plus trieés par couleur
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DS Tri par insertion

| &
| 3

fonction InsertionSort(A,n)

pour i de 2 a n boucler
tmp « A(1i)
] o« 1
tant que j-1 = 1 et A(j-1) > tmp boucler
A(j) « A(j-1)
décrémenter j de 1

fin tant que
A(j) « tmp
fin pour 1

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021 13



E(Ea Insertion - Mellleur cas

e Entrée déja triee

* Complexite linéaire O(n)

Complexité du tri par insertion, tableau trié

10° 1 — comparaisons ( N | Comp. | —
écritures ou échanges R S S
10°4 guadratique 10 I 9 I 9
: I REEEE linéarithmique Lt
| RETTY linéaire 19 l 18 l 18
5 s 71 | 70 | 70
- 138 | 137 | 137
s 268 | 267 | 267
< 517 | 516 | 516
107 3 1000 | 999 | 999
10!
10° 102 103
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E (Ea Insertion - pire cas

g

* Complexité quadratique O(n2)

e Entrée triée a I’envers

Complexité du tri par insertion, tableau inverse

SEY = cop—_—— =] N | Comp. | Ecr.

: ecritures ou echanges R [
101 quadratique 10 | 45 | 54

[ linearithmique

] [==e linéaire 19 | 171 | 189
ws e 37 | 666 | 702

e 71 | 2485 | 2555

I e 138 | 9453 | 9590

i S sy 268 | 35778 | 36045

I 517 | 133386 | 133902
107 . 1000 | 499500 | 500499
10° o , - v -

10* 10¢ 10°
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* Entrée aléatoire WMWWMMMM

* Complexité quadratique O(n?)

Complexité du tri par insertion, tableau aleatoire

10° { —— comparaisons

4 ecritures ou echanges
105; ----- guadratique

q [ linearithmique

] [==e linéaire

g ¥
.!
»
s B
.I
’

Complexite - cas moyen - O(n?)

2547174

105
406

1171

4831
18333

68582
254779

10* 10¢ 10°
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DIVIDE €T
IMPERA!

3.2. Iri par fusion




HE "

TG Tri par fusion
DIVIDEQ
Approche recursive IMPERA !
e Cas trivial : (ﬁ}
Comment trier un tableau de 1 élément ? G ﬁ Q‘

e Cas geneéral :

Comment trier un tableau, en sachant
trier des tableaux plus petits ?

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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Tri par fusion

Comment trier un tableau, en sachant

trier des tableaux plus petits ?

Si je sais trier des tableaux de taille n/2,
comment trier un tableau de taille n 7

* Trier chaque moitié du tableau (réecursivement)

 Fusionner les deux moities du tableau

|

|

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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TG Trier chague moitié du tableau ?

T
|

T
|

Facile, deux appels récursifs !
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TG Fusioner les deux moities ?

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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ASD - Algorithmes et Structures de

Fusionner deux tableaux triés
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TG Fusionner deux tableaux tr

» Entrée : 2 tableaux triés par ordre croissant

e Sortie : 1 tableau fusionné trié par ordre croissant

e Algorithme :

 Comparer les premiers (et donc plus petits) elements
des 2 tableaux

* Deéplacer le plus petit des 2 dans le tableau fusionné

» Répéter jusqu’a ce que les 2 tableaux soient vides

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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Entree :
o Tableau A

* |les éléments p a g du tableau A
sont triés

* les éléements g+1 a r du tableau
A sont tries

Sortie :
o Tableau A modifié

* |les éléments p a r du tableau A
sont triés.

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021

Algorithme de fusion

fonction Fusionner(A,p,q,r)

L « cople du tableau A de p a g

AN

R « copie du tableau A de g+l1 a r

1«1, J«1
pour k de p a r boucler

si j 2 r-gou (1 £ g-p et L(i) £ R(j)), alors
A(k) « L(1)
incrémenter 1

sinon Vérification de bornes
A(k) « R(3) On prend de L si
incrémenter j R est epuise, ou

£in si L ne (’est pas et |

fin pour L(1) est le plus petit.
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Entreée :
o Tableau A

* |les éléments p a g du tableau A
sont triés

* les élements g+1 a r du tableau
A sont tries

Sortie :
e Tableau A modifié

* |les éléments p a r du tableau A
sont tries.

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021

Algorithme de fusion

fonction Fusionner(A,p,q,r)
L « cople du tableau A de p a g

N

R « cople du tableau A de g+1 a r
insérer une sentinelle » en fin de L et R

. . Evite de vérifier les bornes.
1«1, ] «1

pour k de p a r boucler
si L(i1) £ R(j), alors
A(k) « L(1)
incrementer 1
sinon
A(k) < R(3)
incrémenter j
fin si
fin pour

25
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Algorithme de fusion

p q g+l r

L

2 13|57

L
/AN
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Algorithme de fusion

=

=
.
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Algorithme de fusion

0..> A x

.
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Algorithme de fusion
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Algorithme de fusion

k
|
3
L{1 14| 6| 8] « R|2 | 3| 5|7 |
1 J
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Algorithme de fusion
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Algorithme de fusion
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Algorithme de fusion

«— =~

o3
L| 1 4 | 6| 8 | R 2| 3|5 |7 |
1 J
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Algorithme de fusion

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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Algorithme de fusion

.
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Algorithme de fusion

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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E(Ea Recursion

Maintenant que 'on sait fusionner des tableaux DIVIDE €1
IMPERA !
 Entrée : un tableau non triée
e Sortie : un tableau trie ﬁ
e Algorithme : ﬁ
<

e Cas trivial : tableau de 0 ou 1 élément

* Cas général : tableau de plusieurs elements
* Diviser le tableau en 2 parts les plus égales possibles
e Trier (recursivement) les deux sous-tableaux

e Fusionner les deux sous-tableaux triés

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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Fonction recursive et appel a fusion
TG

Entree
e Tableau A

* L'intervalle [1o,hi] des indices a trier

Sortie
e Tableau A trié des indices 1o a hi

Pour trier tout le tableau A de taille n, on
appelle TriFusion(A,1,n)

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021

fonction TriFusion(A,lo,hi)
si hi <= lo, alors
retourner
fin si

mid « lo + (hi-10)/2

TriFusion(A,lo,mid)
TriFusion(A,mid+1,hi)

Fusionner(A,lo,mid,hi)
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AN

1106 |3 |0
6 3

2 | 4
14 5 2& i4
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14 5 2& i4

1106 |3 |0
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Visualisation
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Visualisation

0
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T
VAN

2 | 4
14 5 2& i4
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first subarray ll“““"l"

second subarray ..ull||""|
first merge mlllll"l""""II""
il
...llll"lll
..... il
first half sorted .. .....um|||||IIIIIIIIIIIII||||||||||||||“|
.ulll"l”
...llllllIII
....mullllll"“""
....lllll““
..lll“l""
...... ulllllll"“““"
second half sorted oo TR TR R LR L vnmnnnan mulllllllll"lll“"""I““III"l

Visualisation

Visualisation des étapes successives du
tri par fusion

(On ne visualise pas les tris de sous-tableaux de
moins d’une dizaine d’élements)
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S Complexité linéarithmique

Complexite du tri fusion, tableau aléatoire

10° 1 — comparaisons PR | N | Comp. | Ecr.
| —— écritures ou échanges [

10"; .... ﬁjédr-:::m-‘e 10 | 25 | 68

: JERLL inéarithmique

| eees lineaire ; 19 I 29 I e

37 | 150 | 390

71 | 354 | 880

138 | 818 | 1972

268 | 1826 | 4336

517 | 3992 | 9326

1000 | 8731 | 19952

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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C(1)=0
n
C(n)=n+2-C(—)

ASD - Algorithmes et Structures de

Complexité linéarithmique
appels recursifs

2

Données - Printemps 2021
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S Complexité linéarithmique

C(l)=20
n
C(n)=n+2-C(5)
C(n)=n+2-ﬁ+4.c(ﬁ)
2 4
Cn)=n+2-—+4-—+8-C| —
2 4 3

C(n) =n-log,n

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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ECE; Complexite linearithmique

— | -'n

w2

JANIVAN

n/4 n/4 n/4 n/4 — 4.

Al ]S

OOEOOO - BEEOOOE «— 291

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021



E(EB Complexite linearithmique

2 - 2.— =p
2
n

n/4 n/4 n/4 n/4 — 4 ] Z —

OOOO0O - OOOEEE «— 2%-1 =n

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021



S Complexité linéarithmique

—2-—=n
/N /N ,
n/4 n/4 n/4 n/4 — 4. % = n 0(n log(n))

OOOO0O - OOOEEE «— 2%-1 =n
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Complexite spatiale (mémoire)

Autres caracteristiques

* Besoin d’un tableau auxiliaire de meme taille que ’original

Stabilite si L(i)/ = R(j), alors
. - . , A(k) « L(1)
« SiL(1) etR(]) sontégaux incrémenter i
. : S1hon
On choisit L (1) ACK) < R(j)
e Ce qui maintient I’ordre relatif incrémenter ]
fin s1i

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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Fusionner copie 2x, de A a LR, puis
de LRa A

Pour ne faire gu’une copie :

o Allouer une seule fois un tableau A’
de méme taille que A

o Utiliser A comme si c’était LR
 Copier de LR a A’ pour fusionner

o Utiliser A’ comme le nouveau A.

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021

A!

A!

A!

A!

Minimizer le nombre d’écritures

L)
‘

Fusion LI\

Fusion

Fusion
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. . A _ 10°
Fusionner copie 2X, de A a LR, puis
\ 10° -
de LRa A
10"*%
Pour ne faire qu’une copie : s
100 -
e Allouer une seule fois un tableau A’
de méme taille que A
» Utiliser A comme si c’était LR o
10°

o Utiliser A’ comme le nouveau A. s

10! 5

Minimizer le nombre d’écritures

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021

Complexité du tri fusion, tableau aléatoire

i — comparaisons

ecritures ou echanges

----- guadratique
1 linéarithmique
| )| ELLLL lineéaire

DIVIDE €T
IMPERA!

101 10° 10°

Complexité du tri fusion, tableau aléatoire

—— COMparaisons
ecritures ou echanges

] ) R guadratique
1 linéarithmique
| ) ELLLL linéaire

 Copier de LR a A’ pour fusionner

10° 4

N | Comp

10 25
19 59 164
37 150 390
71 354 880
138 818 1972
268 1826 4336
517 3992 9326
1000 8731 19952
N | Comp Ecr
10 23 44
19 60 101
37 140 232
71 348 511
138 802 1124
268 1830 2436
517 4013 5180
1000 8721 10976

10? 10° 10°
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Autres optimisations possibles
TG P P

e La recursion est chere pour les petits tableaux.
* Insertion sort est alors plus rapide.

* Des méthodes hybrides (ex. TimSort) melangent tris par fusion et par
Insertion

* Une mise en oeuvre itéerative (bottom up) est également possible

* Une mise en oeuvre en place est possible, mais au prix d’une
complexité en temps en O(n log2(n))

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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